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In diesem Text werden die in der Tabelle ”properties of free fermions” angefiithrten
Ergebnisse erklédrt und einige Zwischenschritte der Rechnung angegeben. Die jeweiligen
Zeilen der Tabelle stellen Zwischenergebnisse der Rechnung dar. Ausgangspunkt fiir die
Rechnung ist die Schrodingergleichung fiir ein freies Teilchen, da im freie-Elektronen-
Modell die potentielle Energie der Elektronen gleich null ist und Elektron-Elektron
Interaktionen vernachlissigt werden.

1 Schrodinger Gleichung fiir ein freies Teilchen
Ausgangspunkt ist die Schrodingergleichung;:
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2 Eigenfunktionen

Als Erstes miissen nun die Eigenfunktionen der Schrodingergleichung gefunden werden.
Dazu verwendet man einen Separationsansatz und setzt eine Zeitentwicklung der Form

Y(w,t) = e Ry(x) (2)

ein, das ist zuldssig, da der Hamiltonoperator nicht explizit zeitabhéingig ist. Durch
diesen Ansatz vereinfacht sich die Schrédingergleichung (1) zur stationiren Form:
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Hierbei handelt es sich um eine gewohnliche DGL 2. Ordnung, diese hat komplexe
Exponentialfunktionen als Losung:

b(x) = A’ @)
somit folgt fiir die Losung der Schrédingergleichung:
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Die letze Identitéit folt aus der Beziehung zwischen Energie und Kreisfrequenz (F =
3 Dispersion

Um die Dispersionsbeziehung zu erhalten setzt man die Eigenfunktion (5) in die Aus-
gangsgleichung (1) ein:
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woraus die Dispersionsrelation folgt:
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In der freie-Elektronen-N#éherung hat die Dispersionskurve also Parabelform. Als
néchstes soll die Zustandsdichte bestimmt werden.

4 Zustandsdichte

Die Zustandsdichte D(k) gibt die Anzahl der besetzbaren Zustinde pro Lénge im
eindimensionalen Wellenzahlraum an und wird wie folgt berechnet:
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Der Ausdruck 2kwdk entspricht hier der Fliche eines Kreiringes mit Radius k und
einer Dicke von dk. Der Faktor zwei kommt aufgrund der unterschiedlichen Spinorien-
tierungen (up/down) hinzu. Die Zustandsdichte nimmt im zweidimensionalen Fall also
linear mit k zu. Als néchstes soll nun die Zustandsdichte durch die Energie ausgedriickt
werden.
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Die Dispersionsrelation(7) wird auf k umgeformt und nach E abgeleitet:

D(E)dE = D(k)dk — —— > D(E) = D(k)



Abbildung 1: Zustandsdichte [1]
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Somit folgt fiir die Zustandsdichte:
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Mit dem Ergebnis fiir die Fermienergie aus dem néchsten Punkt kann dieser Aus-
druck auch in
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umgeformt werden. Die Zustandsdichte in zwei Dimensionen ist also konstant. Als
nédchstes wird die Fermienergie bestimmt.
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5 Fermienergie

Nachdem nun die Zustandsdichte bekannt ist, muss noch festgestellt werden, welche
der Zustinde auch besetzt sind. Im Fall von Elektronen(Fermionen) ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Zustand besetzt ist durch die Fermifunktion gegeben:

1
1+e:cp(%)

f(E) (13)

In dieser Gleichung ist u das chemische Potential. In Abb. 2 ist die Fermifunktion
abgebildet. Das chemische Potential ist implizit durch die Gleichung
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Abbildung 2: Fermifunktion [1]
n= / D(E)f(E)dE (14)

definiert. Das p steckt in der Fermifunktion f(E), dazu aber spéter. Die Fermienergie
entspricht dem chemischen Potential bei einer Temperatur von null Kelvin. In diesem
Fall ist die Fermifunktion eine Stufenfunktion. Zur Berechnung der Fermienergie muss
also das Integral

Er
n= D(E)dE (15)
ausgewertet werden:
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Daraus folgt fiir die Fermienergie:
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Fiir die weiteren Berechnungen ist es wichtig die Zustandsdichte und ihre Ableitung
an der Fermienergie zu kennen, da mit Hilfe dieser Werte und der Sommerfeldexpansion
alle thermodynamischen Eigenschaften nidherungsweise berechnet werden kénnen.



6 D(EF) und D/(EF)

Durch Einsetzten des Ausdrucks fiir die Fermienergie(17) in die Formel fiir die Zu-
standsdichte(12) erhélt man:
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7 Chemisches Potential

Als néchstes soll das chemische Potential berechnet werden. Dazu ist das Integral(14)
auszuwerten. Im zwei dimensionalen Fall muss dazu nicht die Sommerfeldexpansion
verwendet werden, da das Integral analytisch gelost werden kann. In diesem Fall ist
die Zustandsdichte wie wir bereits gesehen haben namlich konstant. Zu 16sen ist also:
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Die Losung diese Integrals ist tabelliert:
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Nach Einsetzen der Grenzen fiithrt dies zu:
mkgT 1
= In (exp <M) + 1> (22)
Dieser Ausdruck kann in einigen Schritten nach dem chemischen Potential aufgelost
werden:
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8 Verteilung der inneren Energie

Um die Verteilung der inneren Energie zu erhalten muss die Energie mit der Zustands-
dichte und der Wahrscheinlichkeit, dass die Zustédnde besetzt sind multipliziert werden,
diese Wahrscheinlichkeit wird durch die Fermifunktion représentiert.

uw(E) = ED(E)[(E) (24)

Mit eingesetzten Grofien sieht das folgendermafien aus:
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Die Verteilung sieht in zwei Dimensionen folgendermafien aus (Abb. 3)
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Abbildung 3: Verteilung der inneren Energie [1]

9 Innere Energie

Um die innere Energie der freien Elektronen zu berechnen muss lediglich die Vertei-

lung(25) iiber alle Energieen integriert werden. Dazu wird wiederum die Sommerfeld-
expansion verwendet.
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Es wurde hier wieder die gleiche Vorgehensweise wie bei der Berechnung des chemi-
schen Potentials gewahlt, also das Integral bis zum chemischen Potential in ein Integral
bis zur Fermienergie und einen additiven Teil aufgeteilt. Der letzte Klammerausdruck

kommt durch die Produktregel zustande. Nun wird der zuvor berechnete Ausdruck fiir
das chemische Potential(14) eingesetzt.
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somit also:
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Bleibt also noch das Integral auszuwerten, dessen Ergebnis der internen Energie bei
T = 0 Kelvin entspricht.
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Mitsamt der Temperaturabhéngigkeit derhélt man also:
1 2 9 n?mh? 7T 1

Da nun die innere Energie bestimmt ist konnen auf einfache Weise weitere thermo-
dynamische Gréflen abgeleitet werden.
10 Warmekapazitat

Die Wirmekapazitét ist die paritelle Ableitung der inneren Energie nach der Tempe-
ratur:
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Die Wiarmekapazitdt hiangt also linear mit der Temperatur zusammen.

11 Entropie

Aus der Warmekapazitéit lasst sich wiederum durch Integration die Entropie berech-
nen:
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12 Helmholtz Energie

Zum Schluss kann noch die Helmholtz Energie berechnet werden:
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[1] Alle Abbildungen sind den Présentationen zur Lehrveranstaltung ”molecular and
solid state physics” von Peter Hadley entnommen.



